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�+�����;� ���Å¦S§U�V«"���"³`�+���"��¶B«��\�����±³¹�"�N���V³`³ �N���\�����Í¯P�q�V§\·�³ �¥�����N��«����"��«��+���"���[�����g�²¾ ¿}�����N¶3�P��§��
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N = 1
°²¢�¤¥� ��8��:9��

∂̄ψ ; = −iMψ̄ ; eϕ ; ∂ψ̄ ; = iMψ ; eϕ ;
  ��¦

∂∂̄ϕ = iMψ ; ψ̄ ; eϕ +M2e2ϕ ,

É]«��
ϕ
ÊV���m�+�����������N�G�F�

(ψ ; , ψ̄ ; ) Ï'Ëg�\�"³S�"�������N�È�[�+³S�"���"�\���+�=<gË5�[��«$��³L�\���N���"·+�"��É��e�"�N�"�F¯$Òg�N�Q��µ�����U³S�Ó�"§\�"�N�"·+�V���V³Ä�[�+³S�����\�P§\���±�c�P�+����«"�����N�+�  
∂ = ∂z

�
∂̄ = ∂z̄

¦)���+���V«"�"³Ä«��"�¹���NÉ��"�[«�¼
�"�+§\�+�M������������������©����N����³L�\�+�

M
¯Í¾#���N�+�"�\�����f  ��¦¥�"�N�"�[���N´#��§]�`���N�M��§������+���`ÊV�[§\�+�"�V³S�[³ �È«��"�

§�����«"�P´#ÁB�\©'���$��§V§\���"�V§\�P��©Q�������+�"�+§\�+�È�;�NÉV���N��¶3���N���

S ;?> = 1

2

(
∂ϕ∂̄ϕ+ ψ ; ∂̄ψ ; + ψ̄ ; ∂ψ̄ ; + 2iMψ ; ψ̄ ; eϕ  @��¦

+ M2e2ϕ
)
.

Ò#�$��§V§\���"�V§\�[�N�� v�B�N�N��¶&�g�����N���������N��¦U°²¢�¤¥�����q�"�È����§V§V³L���+�"�\���i�'��8�ÏBA��Í��§\�[���"�g�"�+§����g���g�"������¼
���\�����B�5���V�������À§\�+���P�l�����»¯�C$«��V§\·;³S�����N�"�+³S���"³`���N�"·+�P�5����§\����©"§\�+�����+�[���������±������³j�"������«��+������§��
�B«$���"·+�"�\©�ª&�V³�¯

D ����$��§V§\���"�V§\�P�+³Ð�[�"���+�"�M§\�[�"�\���P���"Ëg���"³S���N�}�������N�����N���+�"�+§\�+·¨ÊV���+���������\���+���f�P�+���\�P¶B«���¼
����´&�"�����B�����N���N�M £§V�+���+���\��§\�+���\���"�h���\���N��¦q�[�+³S�"���"�\���N�À���$��§V§\���"�V§\�P��É��m§\�P�"�\���������

S ; = −iψ ; ∂ϕ+ i∂ψ ; ; S̄ ; = −iψ̄ ; ∂̄ϕ+ i∂̄ψ̄ ;  @
�¦
�����"���\��§��¬É��N���+³L���"Ë5�"��©

∂̄S E ;GF = 0
 v�N���+��É��N���+³L���"Ë5�"��©

∂S̄ E ;GF = 0
¦�¯UÌr�+�¨§V�+���+�"��ª&�\�����F�����N�

¶)�l���N����N��������ÉV�������±�'�[�+���\��¶B«��\�����
∂̄T E ;HF = ∂T̄ E ;GF = 0

«��"���P�+³S�"���"�\���M���\����������ÊV�"�\��ÉV����¼
�"³S�����"·�§��

T ; = −
1

2
(∂ϕ)2 +

1

2
∂2ϕ−

1

2
ψ ; ∂ψ ;  I�P¦

T̄ ; = −
1

2
(∂̄ϕ)2 +

1

2
∂̄2ϕ−

1

2
ψ ; ∂̄ψ ;

JIKMLONQP
ψ RTS�UWVOUOXZY�[\X N UO]:]H^Z_M[:]HXZ^Q`a]Gb K [:cQV L X S R)^dVe[GfMg L c�hHfM[:cji:^Q^Zkl^Mm K b NQn ]oU T R:S�]HfpUrqrYs[HfZtugHfpU:_QX L m	Sp_MV L qOtL V N ^Q_Q^QV n ^Qv L V�^ZfpU:_M[$f L cZm,^Mc Lrw UTfQfQt	vxX w UrfQV LOw t	v KQLON [H` wyKQL ] N [GzMbj{$|s^Zv}cMUrgGzp[ N Urv

�



���\ÉV�P�c���"�����\����´#��§]�¹�[�N��§�����«�§\�+�+���M�[���N�+�"�\����©¬  ��¦�¯F¿g�"�M�"�N�"�"��É��Q�����"§��N�����J§\�[�"�\�"§\�"³L³L�\�+�����
����³µ�"������«��+���[��§����\Ád�;���$��§V§\���"�V§\���"�)É��\�"�\���N�������

G
�
Ḡ
�������N�+��©c�È���\�+��©Q§\�[�"�\�����N���[«"�g¯FÌr�+�

���"�\���N������� «��\©"§\�+�+�[´Y�À���B���$��§V§\���"�V§\���"�g�"�N�"�l�l��«��������\�+��������´#�O§\�N�N��«$�N���+���±³k§V�+���+�"��ªB�\������³

G2 = ∂ ; Ḡ2 = ∂ ;
{
G, Ḡ

}
= 0 .

 @��¦
�#®O«��\©"§\�+�+�"�;���3Ë5�[��«$��³L�\���N���"·+���±�;�P�+³S�"���"�\���+�

ϕ
�

(ψ ; , ψ̄ ; ) §�����«"�[´#Á&�V�

Gϕ = iψ ; ; Ḡϕ = iψ̄ ; .  @8�¦
�¥�hÊV�+��®�§V�+���+�"��ª&�\����©J�M���"É��V�����  @��¦#�+�����\�����\�È�N�N���N�MËg���"³S���$�O«��"�Q«��\©"§\�+�+���M§\�P�"�\�����N�P�[«����
���3�+��ÁB�V�¥ÊV�P§\�"���"�\��¸������"·+�"�+�&�"�N���

Geσϕ = iσψ ; eϕ ; Ḡeσϕ = iσψ̄ ; eϕ .
 ?9+¦

�q§V�5�+���'�[���N�+�"�\�����M  ��¦r�+�����\�[�N´#�À���;§V�+���+�"��ªB�\�����

GḠϕ = iMeϕ  @A�¦
�È���"É��V�����Ã @��¦�¯��¥�5ÊV����É������"�+§����5�"�\�P���������q®'�+�����"§����\����©Í���"�N�"�P�����V³

GḠeσϕ = iMσe(1+σ)ϕ − σ2ψ ; ψ̄ ; eσϕ ,
 ���¦

§V�+���+�"��ª&�\���"�+���"�N���\�V�"�+�g�B«$���"·+�"�\©�ªB�V³�¯
Ò#�$��§V§\���"�V§\���"�

D
¼»���"�\���N�������J�+�����N�V�[´#�±�+�V§\�P���"�\�����[´��"�+§�����«������N�����"·+�"�+§\�+·

D E ;GF2k−1

�
k = 1, 2, . . .

¯
¤¥��������«/�V³µ���+�"�3�"�V§\�[�N�"·+�P�O�"�\���+�q®e���"��«�§\���N�+���������\©

D E ;GF1 = G

D E ;GF3 = G∂ + S ;   ����¦

D E ;GF5 = G∂2 + 2T ; G+ 3S ; ∂ + 2∂S ;
D E ;GF7 = G∂3 + 8T ; G∂ + 4∂T ;

+ 18T ; S ; + 6S ; ∂2 + 8∂S ; ∂ + 3∂2S ;
. . .

�5³L�V�\��§]�F���[���"�\���"�����������"�B�N�N���N�l¶)�¥�"�+§�����«������N�����"·+�"�+§\�+·3º���\�+�q®[½5���"�\���N�����"���
D̄ E ;GF2k−1

¯�¤5�N�"·+�V�P¼
��§\·&��«"���"³S�m���N�"·+�[�3�����"��«������\������³S�'§\�P�"�\���������m @
�¦��P���\���������)ÊV�"�\��ÉV����¼�"³S�����"·�§��È I�P¦L�e���"É��V���"��©
���=���  @��¦��"³L��¶3�"�h���"�����\�����+·À����¶B«��V§\�+���

D E ;GF2k−1e
−(k−1)ϕ = D̄ E ;GF2k−1e

−(k−1)ϕ = 0
  �+��¦

¤¥����³L�+�;�+�����"§����\���"�;§5�"§\�"�N�"·+�������N���"�V³�P���N�+�"�\����©È«"�+��¶)�\�����J  ��¦r«$���\�

D̄ E ;GF1 D E ;HF1 ϕ = −iMeϕ

D̄ E ;GF3 D E ;GF3 ϕe−ϕ = iM3e2ϕ   � ��¦
D̄ E ;GF5 D E ;GF5 ϕe−2ϕ = −4iM5e3ϕ

D̄ E ;GF7 D E ;GF7 ϕe−3ϕ = 36iM7e4ϕ

Ìr���3�"���V���N�"���\�À���"��«"�"�N����¶3���+·"�������B«��"�e��§V��®
k = 1, 2, . . .

D̄ E ;GF2k−1D E
;GF

2k−1ϕe
(1−k)ϕ = i(−)k[(k − 1)!]2M2k−1ekϕ   � 
�¦






� §�����«"�P´#Á)��®Q���N�\«����$��®`³S�Ä�"���[�N¶)�V³��������eÊV�+���[���N�+�"�\�����`�V§\�+·l���$��§V§\���"�V§\����©J���"��«����f Å�"�\�[�N¼
�����"��É��3�"�V«�³S�"��¶)�V§\�+����¦#�+�N���V�g�+��Á&��®l§V�+���+�"��ª&�\����©Í�$�r¾�¿������N����������©j°²¢�¤¥�h¯

�Fz��l�&#,%�~�|$�/#�( 03234 6`zsC$«��V§\·È³S�Ä���N�"�+³S���"³¡���"�\��·l�����N�+�[�È�+§\�"���+���±�3�"�\���+�������N����������©
°²¢�¤¥�  £§V³�¯Í� ��ÏÎ�+���Å¦�¯�¢ �V�������'�����"��«����"���\��§]�c�������+�"�+§\�+·+´Ä�;�NÉV���N��¶3���N�����

L �����
	 =
1

8π
(∂aφ)2 +

1

2π

(
ψ∂̄ψ + ψ̄∂ψ̄

)   �e�P¦

+ 2iµb2ψ̄ψebφ + 2πb2µ2e2bφ

C$«��V§\·
µ
ÏÀ���N��³L�\�����N�e�[���"§\�N�N���N�O§\�+���V�Í����§������+�"�B���N�V�������V³ �N�l�P�+§V³L�N����ÉV���"�V§\�[��©c�"�+§\�����[���"��©Í�Î�

b
Ï&�����N�������+��©l���N����³L�\�+�Í�[�������"�V³¹���$��§V§\���"�V§\����©l���"��«����m«��+§\�+��É����\��§]�l�����

b→ 0
¯PÒ5�+³L�������N¸����

Q = b−1 + b
  � ��¦

�"�U�+����«"��¸����B���N�V�������\��§��&Ëg���"���+�±³c���N���[«��+³�¯+�`Ë;���"³L�Y  �e�P¦F«��\©"§\�+�+�"�r���+�"�#§\�P�"�\�"§\�"³L³L�\�+�������"���
���������V³È���$��§V§\���"�V§\�[�+�r«��\©"§\�+�+�"�# @��¦F�"�N�"�P�����\��§��;�[�N�&�"�\�"�+§\�"��«�§\�+���\������©B���"��«����

b→ 0
§
bφ→ ϕ

�
bψ → ψ ; � 2πµb2 →M

�
∫

L �����
	 d2x→
1

2πb2
S ;?>   � 8�¦

¿g�"�M�������\�����"�\���N¸������[�N�Mº»������³S�PÁB�\���"��©¹§\�[�"�\���P���"Ë;���"³S�"��©¹���V��������½��a�"�+§�����«"���"�À«"���'�����\���È�
  �e�P¦r�"�[��ª&�¥�"�����"³ �N�+·O�[�N�'�"�N���

−GḠebφ = b2ψψ̄ebφ − 2iπµb2e2bφ ,
  �j9+¦

º»������½5�P�+³S�"���"�\���+�'§V�+���+���\��§\�+�+�[´YÁB�g§\�[�"�\�"³S���"·��+�������\�N��¯
°²¢�¤¥� �����"���\��§��l§\�P�"�\���[���"Ëg���"³S�"��©l�����N����������©l���V�����"�\©e�"�N�"�G�[�������"�V³�§\�"³L³L�\�+�����eÉ��\�"�\����¼

�����\��§]�'É��N���+³L���"Ëg�"��©'�c�N���+��É��N���+³L���"Ë5�"��©c�P�+³S�"���"�\���N��³S��§\�[�"�\�������[�

S(z) = −iφ∂ψ + iQ∂ψ
  � A�¦

S̄(z̄) = −iφ∂̄ψ̄ + iQ∂ψ̄

� ���$��§V§\���"�V§\�P�+³ ���"��«������J�����Í�#���"�\�+��«"�"���#���"�\�+���NÁB�N´#��§]� ��"�N�"�Æ @
�¦'§�����«"�[´#Á)�"³ �+�����N���+³
S → b−2S ; � S̄ → b−2S̄ ; ¯L¢ �����"�M�N�N�µ¶&� T → b−2T ; � T̄ → b−2T̄ ; �����N���N�������\���N���[�+³S�"���"��¼�+� ���$��§V§\���"�V§\�P��É��O���\���������BÊV�"�\��ÉV����¼�"³S�����"·�§��c I�P¦��V§\�+·h���"��«����"� �����N�������+�q®'�"�N���\©

T (z) = −
1

2
(∂φ)2 +

Q

2
∂2φ−

1

2
ψ∂ψ

  ����¦

T̄ (z̄) = −
1

2
(∂̄φ)2 +

Q

2
∂̄2φ−

1

2
ψ∂̄ψ

�q³L�V§\���±§�§\�P�"�\�������[�+³f  � A�¦S�����h�+�����N�V�[´#�;§\�P�"�\���[���"Ëg���"³S���[´¨���"É��V�����3���+�"�+§\�������"·+�"�)���"�\���N������¼
���q®m���N�\����¶)�\����©

S(z)S(z′) =
ĉ

(z − z′)3
+
T (z′)

z − z′
+ ���� ¯

T (z)S(z′) =
3S(z′)

2(z − z′)2
+
∂S(z′)

z − z′
+ ���� ¯  @� ��¦

T (z)T (z′) =
3ĉ

4(z − z′)4
+

2T (z′)

(z − z′)2
+
∂T (z′)

z − z′
+ ���� ¯

É]«��5¸"�\���+�����"·+����©Q���N���[«c§\�+�����N�È§
b
§�����«"�[´YÁ&�"³��+�����N���+³

ĉ = 1 + 2Q2  @����¦
��� h:V L `}]:VOUOV n [$m,t KQL ] N [Gz Lrw UOV [ NQn f L+KMLrNQn gGb�[:m�] P X L m KQL fQ[HfMV f L `�� L cQm L ` ]Hb K [:cQ]H^Qm�m/[HVecZ^Z_QfQt	v w t�cQUOYs[HfZ^Q`�S]H^Q]:Ve[:m/UrV ^Q_Q[:]:XZ^d^Mg:qO[Hi:U P ]Hb K [:c K c L ]:VecQUrfQ]:V w [GfQfQt	v L q L gGfpU:_M[HfZ^Q`�� � fpU��s[:m ] N b _pUr[x]Gb K [:c KQLONQP fM[yzpUO{ Va]Hbj|s[Hk]:V w [HfZf L ` h:X L f L m,^Q^'SZfZ^ wyL q L gHfpU:_M[GfQ^ P v�SZfZ^ wyw t	_Q^Q] N [HfZ^ P v
�

�



�g�����N�"����§\���"�;�[�+³S�"���"�\���+�

T (z) =
∑

n

Lnz
−n−3/2  @�p��¦

S(z) =
∑

k

Gkz
−k−3/2

 Å����«��\�P§
k ∈ Z + 1/2

�O���"��«�§\���N�����\�����[®Q�+����� D �\����¼��Ä���N��¸��� �� � ¦�� k ∈ Z
�À���"��«�§\���N�����\�����[®

�+�������S��³L�����È ��#¦�¦�«$�N´#�À§\���N��«$�N���+���P´ Ëg���"³S�l���"É��V�����¡§\�[�"�\��¼»�²������§V���"�c 
SV

¦

{Gk, Gl} = 2Lk+l +
ĉ

2

(
k2 −

1

4

)
δk+l

[Ln, Gk] =
(n

2
− k

)
Gn+k

 @�p
�¦

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
ĉ

8
(m3 −m)δm+n

�g���[���"·+�����e�"�N�"�¹�+�����N�V�P´#�Q���"��«�§\�N�N�����\������§\�N�N��ªB�\É��j���V§��'�����N����©¹�J���\����©����"É��V���
SV ⊗

SV
�S�+���c�"�"�+�j�+������� � � �"�"�+���)¯ °²�+���+���\��§\�+�+�P´#Á)�"�l§\���N��ª)�"�'���\��������� ���"��«�§\�N�N���"��´Y�J§V�+�+��©

�"�\���+�������±�c§\�[�"�\���P���"Ë;���"³S���±�'�"�N�"�F�L�P���������±�Q³S� �+�+���V���������V³
Va

«��"�	� � ¼���"��«�§\�N�N�����\����©¬�
R±

a
«��"�
��¼���"��«�§\�N�N�����\����©Í¯ �#®e���N��³L�\���"�+§\�+�c§�����«"�[´YÁ&�"³µ�+�����N���+³����N�+�"§��[�m���h���N����³L�\�+���

a

∆ � � (a) =
a(Q− a)

2

 @�Q�P¦

∆ � (a) =
a(Q− a)

2
+

1

16
,

�"�B���N�V�"�+³S�m«��"�� � �
�¡§V�\�������"���"¯�¤5�N���\�V�"�h§\���N�+�������N�+·O�+§\�"���+���±�;�"�N�"�m�5���[�+�����"�
φ
�

(ψ, ψ̄)§V�È§\���+�+��«"���±³S�µ�+�\��³ ��§V§V���+�±³S���+�������"�+³}� �Q�N©"�����N�"����§\���"³ Ëg�\�"³S�"���"�+³�¯a�Ä�N�N�[�+³ §\���N�+�"�\�����
�����

Re a < Q/2
�"�\���+�����"�+�Q�"�N���

Va
§V�+���+���\��§\�+�+���\���"���"³ ���"·+�"�J�P�"���P�P«����"�\���"��©¬ÊV�[§\�"���"�\�����

: exp(aφ) :
¯��g��§\���h��³L�V§\���

a
�"§\�"�N�"·+�V���\��§]�'«"���[É���©'���N����³L�\�+�

λ = Q/2 − a
°²�+���+���\��§\�+���\���"�

∆ � � (a) =
ĉ− 1

16
−
λ2

2

 @�p��¦

∆ � (a) =
ĉ

8
−
λ2

2
�q�)�+�����"�+³����S��³L���"����§\�P�+³f§��"�P�����+���"³L�V�\��§��m«"���B�V«"�����N�P�����h������É��V«"���q®l���\���������B§\�N�N��ªB�\É��B���V§��
R±

a

¯�ÇY���È�+�����N�V�P´#�3«"�+��³L�\���"�+�5���"��«�§\�N�N�����\���"�

G0

(
R+

a

R−
a

)
=




0
(−1 + i)λ

2
(1 + i)λ

2
0




(
R+

a

R−
a

)  @�p8�¦

Ḡ0

(
R+

a

R−
a

)
=




0
(1 + i)λ

2
(−1 + i)λ

2
0




(
R+

a

R−
a

)

Òg�N���N�N�"����§\�[��©'�"�V«$���"É��V�����
G2

0 = Ḡ2
0 = L0 − ĉ/16

� {
G0, Ḡ0

}
= 0

¯ D �;���V���P�¥§\���+�+�V«"���q®m�"�N���\©
R+

a
�
R−

a
³L��¶3�"�e§V���"�+§\�N�N�+���+·l§V�+���+���\��§\�+���\���"�e�+�����N¶)�\������³

σ : exp(aφ) :
�
µ : exp(aφ) :

�"É�«��
σ
�
µ
ÏQ§\�N�N��«$�N���+���±�O�"�N�"���"�����[«"���'�`�+�V§\�"���P�P«"���l«��"�`§\���+�+��«"�"��É��cË;�\�"³S�"�������F�V���N�P�+³S�±�O�"�

³L�V«����"� �¥�V����É\�j��� ���»¯ Ìr�+�j«"���O�"�N�"�Q�"�N�"�������[���"·+�����"�m���+�"��ªB�\����´Â«"���PÉB�Q«"���PÉV���F§&����«��\�[§V�+³
�+���N�"³S�"��©B�����[���"·+�"�+§\�+�

−1
¯��M«$���"·+�"�\©�ª)��®&����§V§\�P¶B«��\�����[®BÊV���#��«"���+�\���"���S��³L���"����§\����®3�"�\���+����¼

���q®l�"�N���\©'�"�5��ÉV�����\�O�+§V�+�+��©È�"�N�"�È�'³S� ����§\���O����«��V³µ������§\���N�+·À����«��\�[§
±
�m�"�N�"�

R±
a
  «��\��¶B���

�V«"���N�[�����3É��N�������5ÊV���À§\����©"§\�+����¦�¯

�



�Íz+���3�a|����+�'%$% ����� ���a��� -$% �����a|,* ( zÎ¤¥���c�����"��«������\�����q®c§\�"�\¸������"·+���q®'�V���V�"�\�����[®l����¼
����³L�\�+���

a
���"��«�§\�N�N�����\�����c���"É��V�����

SV
§\����ÉV���"�������g¯�Ìr���&���"���"§�®���«"���h��������� 
��

a = am,n
 Å���"�Í�

ÊV���+���������\���+�"���������
a = Q− am,n

¦

am,n = −λm−1,n−1
 @��9+¦

É]«��
(m,n)

�V§\�+·h���N���B�"�N����¶3�������"·+���q®È¸"���"�q®l���"§V��� ���'³S� �+�����"�'��«��+���"�+�g�+�+���V�����"�\���"�

λm,n = (mb−1 + nb)/2
 @�pA�¦

�¬§��"�P�����g�+��ÁB�\É��3�"�N����¶)�\�����È�����
a = am,n

�"�������"���\��§]�Q�V«"���È�+§V�+����©c���\�������'���B�[�"���+�"�
mn/2�h³L�V«"�����g�q�\�"³ �����"�"�+�B����«

Vam,n
= Vm,n

 Å�����
m− n ∈ 2Z

¦��[�"�"�+�B����«
Ram,n

= Rm,n
 
m− n ∈

2Z +1
¦�¯[¾S«��+���"�)«��"�À���N¶B«���©e���N���

(m,n)
�����"��«����"���+·&º����"�\���N�����e�"��¶B«��\�����e�+§V�+�+��É��&���\����������½

Dm,n
� ���"��«�§\�N�N���"��´#Á)��©¬§V�+�+��©ÉV����«"�[���"�����N������©¨³S�"��É��������\��"�

G−k
�
L−k

�[�"���+���
mn/2

§
�P��Ê�ËgËg��¸��"�\���N��³S�Í�r���N�+�"§]��Á)�"³S�k���`���N����³L�\�+���

b
�L���N�P��©Í�r�����`�+§V�+����©���\������������V�����[���\�¹�����

«��\©"§\�+�+���
Dm,n

���
Vm,n

���"�
Rm,n

���g���N�+�"§\�"³L�+§\�+�m���5�"�\�+�"�+§\�+�
m−n

¯N��§��"�[�����q���"��«�§\�N�N�����\�����
� � �"���"³S���"���+���`���"�\���N�������`��«"�"���V���V���"�JË5���P§\�������\��§����P��Ê�ËgË5��¸��"�\�����+³ �����������\�"�l§\�N�N��ªB�\É��
�"�����[«"�[�

Dm,n = Gmn
−1/2 + . . .

 �� � ¦  @� ��¦
ÇY�"�\�+��«"�"���������MËg�\�"³S�"�������N���"�\�+�"�+§\�+·MÊV����É��J���"�\���N�������`§V���+����«$���\�J§'���\�+�"�+§\�+·+´ ���"�����V����«���¼
�����

mn
¯ � �a��³L���"����§\�[�+³ §��"�P�����

mn
��§V�\É]«$�����\�+�"���²�j�����"�����"�cÉ��\�"�\���N�������

G0
��§V�\É]«$��«$���\�

������³L��¶3�"�+§\�+·e§�«����$�N�+·
Dm,n

�+�����������±³�¯�Ò¥�"�+³L�5����É����"³S� ��§������+�"³L§��È§\�N�N�+���+·h��§V�;Ëg�\�"³S�"�������±�
���"�\���N�������

G−n
§\�����N���)���&�+�����������q®

L−n
�P�;³L�\¶B«"�À§V�+�+��©O�[�"�����[«����������N�+·B��®h�"�)�����V����§\�N�N����´

����«��\�P§��
−n

¯�¢ ��É]«$�À�V«"�"���V���������N�È�"���"³S���"���+�[�

Dm,n = L
mn/2
−1 + . . .

 ��#¦  @
 ��¦
���"��«"���"§\�������\��§]�¹�P��Ê�ËgËg��¸��"�\�����+³ �����

L
mn/2
−1

�M�����"��«������\�����±³i§\�"�+§V�+�+�+³¡�P�"���P�[«����"�\�����M���"��¼
���N�����"���'�l�+§\�N���"·+���q®������\����®F¯	�È�Ä��§������+�"³L§��Q¿g�"�c��³L�\�"�\�����q®

(m,n)
�"�N�"���"�+³

Dm,n
³L��¶3�"�

�+�����"§��"���+·À�+���[�����P´B¯�¤¥��������«��V³µ�"�V§\�[�N�"·+�P�O���"�+§\���\©�ª)��®'�����"³L�\�"���"¯

•
¾#�"�����\��·¬���M�B�±Ç#§V�+����©¨³L�V«"���"·������V�����[���\������«

V1,1 = V0
�²�J�+§V�+����©¬���\�������¬§V���\«$���\��§��

���"�\���N�����"�+³
D1,1 = G−1/2

 @
���¦

•
¾#�"�����\��·c�p��Ç#§V�+����©'���\�������c�h³L�V«"�����g����«

R1,2
§

D1,2 = L−1 −
2b2

1 + 2b2
G−1G0

 @
p��¦
�"���[���"���\��§��¡�����

a = a1,2 = −b/2
¯W�5³L�V�\��§]�}�N��������ÉV��������©i�+§V�+����©i³L��«"���"·����«

R2,1
¯

ÇU«"���N�[�O�"�;�+�������N�����"·+�"�m�+�����"§\�����N�+·e����«����"·+�"�
D2,1

���N�N�c�[�N�j���È�"�N�"�[�����\��§]�È���
D1,2

�"�
§\�"³L³L�\�+�����

m↔ n
�
b→ b−1 ¯��«$���"·+�"�\©�ªB�V³µ³S�¡����«��V³�§\�"§\���V³ �N�+���"�V§\���j������§\�[�N�+·À���N���"�

º»���\�������"·+���±�)�+�����N�V�q½g�+�\�;§\�"�\¸������"·+���q®È��É��������"���Í¯

•
¾#�"�����\��· 
	�M�B��C$«��V§\·À�V§\�+·À§\����ÉV���"��������©È���\�������'�O³L�V«"�����5�+������� � ����« V1,3

§

D1,3 = L−1G−1/2 + b2G−3/2
 @
p
�¦

•
¾#�"�����\��· �B��Ç#§V�+�+�+�5���"��«�§\���N�����\���"�)����«

R1,4
§5���"�\���N�����"�+³�"��¶B«��\�����

D1,4 = L2
−1 +

3b2

2
L−2

 @
Q�P¦

+
b2(1 − 6b2)

1 + 4b2
G−2G0 −

4b2

1 + 4b2
L−1G−1G0 ,
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�B���N��¶)�g«"���PÉ��+�5�+���"��¶B«��\���"�+�;���"��«�§\���N�����\���"�;�+����� � � � [V2,2]
��É]«��

D2,2 = L2
−1 +

(1 + b2)2

2b2
L−2 −G−3/2G−1/2

 @
p��¦

•
¾#�"�����\��· �	�M��¯��²���"��¶B«��\���"�+� � � �"�N��� V1,5

§

D1,5 = L2
−1G−1/2 + 2b2(1 + 3b2)G−5/2

 @
p8�¦
+ 3b2G−3/2L−1 + 2b2L−2G−1/2

¿&���"·+�"�\©�ª)�"�Q�+�����N¶&�\�����f«������N�"·+�"��ÉV�"�+³L���\«"���¬�¬³S� ��®f�\«��V§\·J�"�Q���������V«"�"³��²®�������J«$���"·�¼
�"�\©�ª&�V³ ³S� �"§\�"�N�"·+�V���V³

Dm,n
�����+�"��© Ëg���"³L�j�+�������+·�«����[�"���+��� �	�M��¯ �a�N�V��³L�V�\��§]�F�±���j¶&�

�+�����N¶)�\�����Q§
Gn → Ḡn

�
Ln → L̄n

«$�N´#�&º���\�+�±��½g���"�\���N�������¡�"��¶B«��\�����
D̄m,n

¯
� °²¢�¤¥�h� ���N�f��M�+���������"��©k¢�¤¥�h� ��§V�È�+§V�+���±�'���\��������� º����+ÁB�\���"�[´#��§]�[½�����¯Ñ�+¯��r�M§V³S�±§����

�����N�������+�q®È���"�\���N�����"���
Dm,n(V,R)m,n = D̄m,n(V,R)m,n = 0

 @
�9+¦
É]«��5�À�[�V�"�V§\�+���)�"�\���+�����"��É��h�"�N�"�'§\�������À���"� � � �"�N���+�����"�'�"�N��� �S��³L�������"�À���"�\�+��«"�"��©c���N�+�"§\��¼³L�+§\�+�`���l�"�\�+�"�+§\�+�`���"§V���

m
�
n
¯FÌr���OÏ'�����N���������N�����\�"§\���j���$��§V§\���"�V§\����®`§V�+���+�"��ª&�\����©k  �+��¦�¯

�µ�������"�+§\�+�l���N�m�m�B�+���������"�+³�§��"�P�����+�[�[���N�+�"�\�����j @
�9+¦ ���&�+§V�+���±�Y���\���������¨³L��¶3�"�B����§V§V³ �N�+����¼
���N�+·'�[�N�J�+§\�"���+�"��©`«"������³S���"�V§\����©¹��������¸����¹°²¢�¤¥�h¯ ¢a�N�Í�F�`§���³S�±�h�"�\���+�±�3ª3�NÉV�`�l���V�[�"�\�����
°²¢�¤¥� ��8�Ï�A��»�L��"�+§�����«"���"�'«��+§\�+��¶&�\������`�"�+§\�+�"�+�\�����f�"�N�"�"��©���V�������i���������+���»� �+§\�"�����N��� ���
ÊV���+³¹º����+ÁB�\�����\������½�¯

�¬§�����«"�P´#ÁB�V³����N�\«������;³S� ��§\���N�"���+�"³µ�"�\�[�������"�+�&���"É��V�����N���"�V§\�[�+�)§V�+���+�"��ªB�\���"�5«��"�
Dm,n

�
�����"�[´#ÁB�V�V§]�¨§\�P�"�\�"§\�"³L³L�\�+���������±³ �+�+�+��Á&�\���"�V³Âº�Ë;���"³S���"�Ð���"�����V����«��\�����[½������N©�«��\���"��© �¨�����
«��"�mº»�"���"³�����É��N���"Ë;³S���"�V§\����®'�+���"��¶B«��\�����q®È�"�N���\©�½À Å����¶)�;§V³�¯"�+�N���V�5�������"�+�g�����"��«������\���"��¦�¯

�Gz��'|���� � *S|��j#��a���	�#� -$�'���a��
'�&�3��| � �s��% % ��
 �a|,*+��.rz�Òg�N¶B«��+³S�
Dm,n

���²���"��«"�q«"�PÁB��¼
É��3���N�\«����$�h§V���"�+§\���N�+�"³�º�§V�����P��¶)�\������©�½)���"�\���N�����

D†
m,n

�"�B�����N�+���$��³
G†

n = G−n
�
L†

n = L−n
¯

¢ ��É�«$�
D†

m,nDm,n
���"�\�+��«"�"��«��\©"§\�+�+���\�J���j�P�"���+���[®��������N�����N���+�"��¯��Æ����§\�+�"�+§\�+�«��"�����\���������

§\�N�N��ªB�\É��B���V§��
|a〉

 Å�\«��V§\·h³S�¬�"§\�"�N�"·+�V���V³µ�+�+���V���V�"�\���"�+�"�+��ÁB�V�#«��"�m�"�\���+�������q®m�"�N���\©l�+����� � ��
�#¦r���N��³L�\���"�+§\�+�
∆ = ∆ � � (a) ���"� ∆ = ∆ � (a)

�"�3���N�+�"§\�"³L�+§\�+�Q���3�+�����B���"��«�§\���N�����\�����F�

D†
m,nDm,n |a〉 = dm,n(a, b) |∆〉

 @
pA�¦
§U�"�\�[���������±³����N¸��"�������"·+���±³�§V�+�+§\�+���\�����±³��V���V�"�\���"�V³

dm,n(a, b)
¯�¤5�&�����"��«������\����´&�[ÊV���)�V���V�"��¼

���"�r�+�����NÁ3���\��§]�B�#�����"·#�����
a = am,n

 Å�B�����
a = Q−am,n

¦����#�������[��®F�NÉ]«��
∆a

«$���\�¥���N��³L�\���"�+§\�+�
Òg�N¸��j��� 
��S«��"�c�+���"��¶B«��\�����q®j���"��«�§\���N�����\����©Í¯ D ��§&�������\�"�V§\���\�'�����"���������

rm,n
�Î�P��Ê�Ë;Ë5��¸��"�\���

�����l�"���"�\©��"�+³µ�����\�"�

dm,n(a, b) = rm,n(a− am,n) +O
(
(a− am,n)2

)  @
 ��¦
Ìr�����3�P��Ê�ËgËg��¸��"�\���h�����"���\��§��lË5�P����¸��"�\©

b
¯��²�����"§����\�����mº»�+���P�����[´Y½#§#�"§\�"�N�"·+�������N���"�V³���+���q®

Ëg���"³S���� @
���Ï�
p8�¦& Å�c«$�����V�+���+�������+·m«��O�P�"���+��� �	�M��¦��$����������«"���m�j§�����«"�[´YÁ&�"³�[�+³S���N���+���±³¨�"��¼

9



�V���"·��N�N����³

r1,1 = b−1(1 + b)2

r1,2 = b−1(1 − b4)

r1,3 = −b−1(1 − b4)(1 + 3b2)

r1,4 = −2b−1(1 − b4)(1 − 9b4)

r2,2 = b−5(1 − b4)2(1 + b2)
 I� ��¦

r1,5 = 4b−1(1 − b4)(1 − 9b4)(1 + 5b2)

r1,6 = 12b−1(1 − b4)(1 − 9b4)(1 − 25b4)

r2,3 = b−7(1 − b4)3(1 − 9b4)

r1,7 = −36b−1(1 − b4)(1 − 9b4)(1 − 25b4)(1 + 7b2)

r1,8 = −144b−1(1 − b4)(1 − 9b4)(1 − 25b4)(1 − 49b4)

r2,4 = −2b−9(1 − b4)3(1 − 9b4)2(1 + 2b2)

r1,9 = 579b−1(1 − b4)(1 − 9b4)(1 − 25b4)(1 − 49b4)

× (1 + 9b2)

r3,3 = −3b−13(1 − b4)4(1 + b2)(9 − b4)(1 − 9b2)

�q§V�g�����'��«"�����±³�+�����N���+³µ�����"§\�����N´#��§]�c�N�N�[��©lº�Ëg���"³S������©l���"�����V����«��\����©�½

rm,n = 21−mn
∏

(k,l)∈[m,n]

(kb+ lb−1) ,
 I�"��¦

É]«��B§\�"³S���N�
[m,n]

�+�+���V���V�����\�l�"�"�+�
[m,n] � � ���"�"�+� [m,n] �

���m���N�+�"§\�"³L�+§\�+�`���O�+�����O���"��«�§\���N��¼
���\�����F¯/C$«��V§\·

[m,n] � � = {1 − n : 2 : n− 1, 1 −m : 2 : m− 1}

∪ {2 − n : 2 : n, 2 −m : 2 : m} \ {0, 0}
 I����¦

�

[m,n] � = {1 − n : 2 : n− 1, 2 −m : 2 : m}
 I��
�¦

∪ {2 − n : 2 : n, 1 −m : 2 : m− 1} \ {0, 0}

� ÊV�+��®Q�+�����N¶)�\�����[®j³S� �"§\�"�N�"·+���������"�M�+�+���V�����"�\���"�
a : d : b

 £���
a
«��

b
§)ª3�NÉ��+³

d
¦±«��"�lº�"��¼

�"�\©��"��É��N½¥³S�"��¶)�V§\�+�������N¯Ñ�+¯���³S�"��¶)�V§\�+���h���"§V���
a, a+ d, a+ 2d, . . . , b

�
{A,B}

«��"�m³S�"��¶)�V§\�+���B���N�
(k, l)

§
k
�
l
���"�+�+�\É\�N´YÁ&�"³S���"�\���N�+�"§\�"³L�c³S�"��¶)�V§\�+���

A
�
B
�
{A1, B1} ∪ {A2,M2}

«��"�M§\���N��¼
«$�N���+�"��É��e�+���Í��«"���"�\�����Q³S�"��¶)�V§\�+�"¯ D �N�[���"�\¸Í�

. . . \ {0, 0}
���V���������\���G�����O���N���

(0, 0)
�"§\���"´Y�"�\���

���;³S�"��¶&�V§\�+����¯
�²�����N¶)�\���"�À I�"��¦r���"�\��·B�"�V®���¶)�5���)�����[�P�������"�+�5���q���&�"�N�"�[�"�\�"�B�)�����+�����3�����G«��"�e�N��������ÉV����¼

�"��©h�����"���������g�[���+�"�+§]��Á&�\©"§��À�À§\����ÉV���"�������±³`���"��«�§\���N�����\������³��+�������"��©e���"É��V�����f�²������§V���"��¯��
���+³§��"�[�����g���q�c���"��«�����¶)�\�cº�Ë5���V���"�V§\����©�½g�+������«cÊV����É��À§V�+���+�"��ªB�\�����F�$�+§\�"�����N������©Q���3§V��É��$��¼
§V�����N���"�+§\�+�µ�²¾ ¿ §O��«"�"�������"�\�����±³S�Ë5�[����¸�����³S��¢�¤¥�Ð�È���N�¹���N�V�������V³L��©¹º»É��V�+³L�\�+������«"�"§\���
¤¥���N���[�N�"��½M £§V³�¯S�����+���+�¬���e���Å¦�¯L�����Q¶)�e�+�"�V³S����§\�"���S������Ëg���"³S���$�c�"�+§\�������"§\���`���"É��V�����N���"��¼
§\����©M®P�N���N�����\���J�"�À�"³L�V�\�Q�����[�N�[��É������+�"��ª&�\�����J���J�¹�r¾�¿O�����M�J«"�"§\���M¤¥���N���[�N�"�+¯S�q�V§\·�³ �
¶)���$�N�����"·+�"�3�"��ÊV���+³S�O�"�N�"�P�����+·B�+������«eÊV����É��B§V�+���+�"��ªB�\�����F�"�g���N��¶)�5�\É��B§\�P�"�\�"§\�"³L³L�\�+�������"��É��
���N�����N���N�' I�"��¦������"§\���3���"É��V�����N���"�V§\���"³S�Q§\�"��«�§\�+����³S�Í¯$ÇY�"�\��·3���\�"�����+�"���������B�N�N�[��©l�+�����V«c³L��¶B¼
�"�À�"�N�"�[�����+·m���V�P���N�Q§\�+���P���+�[���l������¶&�\����©`³L�V«"�����\©Q�O�"�\�+�����+�����"·+�"�+³¨§��"�P�����)���N¸��"�������"·+���q®
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Γ
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Q
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Q
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Q
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〈 �
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〈 �
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∣∣G−k
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〈 �
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〈 �
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〈 �
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〉
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(1,1)|D
†
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〈 �
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Bm,n = (−i)mn−[mn/2]
rm,nU E ��� � F(1,1) (am,n)
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�
n
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Bm,n = [πµγ(bQ/2)]n 2mnbn−m+1  @��9+¦

× γ

(
m− nb2

2
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(k,l)∈〈m,n〉 ���

λk,l
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m
�
n
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× γ

(
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2
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m
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n
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Bm,n = [πµγ(bQ/2)]n 2mnbn−m  @� ��¦

× γ

(
1

2
+
m− nb2

2

)∏
(k,l)∈〈m,n〉 �

λk,l

�q���"���������
λk,l
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〈m,n〉 � �

�
〈m,n〉 �

§V�+§\�������O���;§�����«"�P´Y¼
Á)��®e���N�'¸"���"�q®e���"§V���

(k, l)

〈m,n〉 � � = {1 −m : 2 : m− 1, 1 − n : 2 : n− 1}
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∪ {2 −m : 2 : m− 2, 2 − n : 2 : n− 2} \ {0, 0}

〈m,n〉 � = {1 −m : 2 : m− 1, 2 − n : 2 : n− 2}
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∪ {2 −m : 2 : m− 2, 1 − n : 2 : n− 1} \ {0, 0}
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k = 1, 2, . . .
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b→ 0
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B1,2k−1 →
b−1(2πµb2)2k−1[(k − 1)!]2
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